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3 ІШКІ КЕРНЕУЛЕР 

 

Тұтас орта механикасында негізгі рольді массалық күштер емес, беттік 

күштер атқарады. Беттік күштер дегеніміз, тұтас ортаның беттері   бойынша 

жайғасқан күштер.  

жағынан өтетіндей етіп таңдаймыз. 

Нормалі n


 ауданшадағы, кернеу векторының nP


 бағыты (еркін) кез 

келген жаққа бағытталуы мүмкін. Оны n


 бағытына және оған перпендикуляр 

көлемнің бетіне жанама   бағытына жіктеуге болады. nPn


 құраушысы - 

нормаль кернеу, ал 


P  құраушысы –жанама кернеу деп аталады. Нормаль 

кернеу n


- нормаль бағытымен материалдың M нүктесінде созылуын ( 0Pn  )  

немесе сығылуын  ( 0Pn  ), ал жанама кернеу ығысуын тудырады.  

nP


 кернеу векторының, координаталар ауданындағы 
321 P,P,P


 кернеу 

векторларының тәуелділігін ескеріп мына  түрде жазуға болады 

 

   nPnPnPPnP ik
ki

i
i

ik
kii

in


 .                      (3.1) 

 

Бұл теңдік ( kiP  коэффициентімен бірге) n


 векторының  компоненттерінен nP


 

векторының компоненттеріне өтетін сызықтық түрлендіруді береді.  

 

Бас кернеулер. Кернеу тензорының инварианттары  

Ортогональды триэдрдің осьтері кернеу тензорының бас бағыттары 

болып табылады. Бас бағыттарға ортгональды  болып келетін жазықтықтар 

үшін, np


 веторы n


-ге коллинеарлы болады, және бұдан келесі түрге өтетін 

(3.1) теңдеуі орындалуы тиіс. 

Бас бағыттар үшін келесі теңдік орынды 

 
i

iki
ki

n nnnPP 


  

немесе 
k

i
i
kkiki nnP 


 , 

бұдан 

0nP k
i

i
kk i 


 , 

немесе 

                                                     0nP i
i
k

i
k   .                                      (3.2) 
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(3.2) жүйесі тек матрица детерминанты  нөлге тең болған жағдайда ғана 

ақиқат шешімге ие болады 

 

                      0

PPP

PPP

PPP

332331

322212

312111















                                    (3.3) 

 

немесе, ашып жазатын болсақ 

 

                                  0JJJ p
3

p
2

2p
1

3   ,                                        (3.4) 

 

мұндағы 

                                                         ii
p

1 PJ  ,                                                  (3.5) 

 

                                         ijijjjii
p
2 PPPP

2

1
J  ,                                           (3.6) 

 

                                             ki
p

3 PDetJ  .                                                   (3.7) 

 

мұндағы 
P

3

P

2

P

1 J,J ,J сәйкесінше кернеу тензорының бірінші, екінші, үшінші 

инварианттары деп аталады. 

(3.4) теңдеуінің түбірлері 321 ,,   кернеудің бас мәндері болып 

табылады: 

 

11n1 PP  ;          22n2 PP  ;         33n3 PP  . 

 

Кернеу тензорының инварианттары кернеудің бас мәндері арқылы мына 

түрде анықталады 

 

                                                  321
p

1 PPPJ  ,                                          (3.8) 

 

                                               1332212 PPPPPPJ
p

 ,                                          (3.9) 

 

                                                    3213 PPPJ
p
 .                                                  (3.10) 
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Кернеу тензоры ijP -ді екі тензорға жіктеуге болады. Оның бірі шарлық 

тензор: 

 

                                             ijijP  ,                                                      (3.11) 

 

мұндағы
3

P
P ii - нормал кернеудің орташа мәні, ал екіншісі девиатор 

деп аталады: 

 

                        















332331

322212

312111

ij

PPP

PPP

PPP

)P(D                                  (3.12) 

 

Сонымен, кернеу тензоры ijP  мына түрде жіктеледі: 

 

                                          )P(D
3

P
P ij

ii
ijij                                                  (3.13) 

 

 

Есептер мен жаттығулар 

 

3.1  Белгілі бір нүктедегі ijP  кернеу тензоры берілген 

 

.

402

050

207

Pij





















  

 

Тұтас ортаның сол нүктесінен өтетін n


 бірлік нормаль векторы белгілі  

 

k
3

1
j

3

2
i

3

2
n


 , 

 

ауданшадағы кернеу векторын nP


 анықтаңыз.  

Шешуі. (3.1) формуласынан i
in PnP


  екендігі белгілі немесе 

координаталар өстеріне проекциялары мына түрде болады 
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                                   31
3

21
2

11
11n PnPnPnP  , 

 

                                    32
3

22
2

12
12n PnPnPnP  , 

 
33

3
23

2
13

13n PnPnPnP  . 

 

Бірлік нормаль векторы n


 белгілі ауданшаның нүктесіндегі кернеу 

векторының компоненттері мынаған тең 

 

3

2

3

14
P 1n  ,            

3

10
P 2n  ,               

3

4

3

4
P 3n  . 

 

Сонымен кернеу векторының түрі 

 

j
3

10
i4Pn


 . 

 

3.2. Ортаның белгілі бір нүктесіндегі кернеулі күйі кернеу тензорымен 

берілген 



















PcPbP

cPPaP

bPaPP

P ij , 

 

мұндағы, а,  b,  с – тұрақтылар, P – кернеудің белгілі бір мәндері. Бірлік 

нормаль векторы белгілі  

 

k
3

1
j

3

1
i

3

1
n


  

 

ауданшадағы нүктенің кернеу векторы нольге тең  болатындай, яғни 

0Pn 


  а,  b және  с тұрақтыларын анықтаңыз. 

Жауабы.  3,2,1j,i0Pn ij
j   теңдеулер жүйесін шеше отырып, 

2

1
cba    деп алуға болады. Сонымен шешімі тензор арқылы беріледі 
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























P2/P2/P

2/PP2/P

2/P2/PP

P ij . 

 

3.3. Ортаның белгілі бір нүктесінде кернеу тензоры берілген 

 























210

135

057

P ij . 

 

Бірлік нормаль векторы белгілі  

 

k
7

2
j

7

6
i

7

3
n


 ,  

 

ауданшадағы  нүктенің кернеу векторын анықтаңыз. 

 

Жауабы. k
7

10
j

7

5
i

7

9
Pn


 . 

 

3.4. Кернеу тензорын 





















320

294

0412

Pij  

 

шарлық және девиаторлық бөліктерге жіктеп, девиатордың бірінші 

инварианты нольге тең екендігін көрсетіңіз. 

 

Шешуі. Шарлық тензор кернеуінің түрі 
3

P
P kk

ij  . Бұл жерде біз мынаны 

аламыз    83/3912
3

Pkk  .  Осы жағдайда кернеу тензорын шарлық 

және девиаторлық тензорлардың қосындысы ретінде келтіруге болады 
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 

,

520

214

044

800

080
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3

P
00

0
3

P
0
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3

P

3

P
PPP

P
3

P
PP

PP
3

P
P

PD
3

P
P

33

22

11

33
333231

23
22

2221

1312
11

11

kk
ij
































































































 

 

бұдан девиатордың бірінші инварианты нольге тең, яғни 

 

  0514DJ1  . 

 

3.5. Кернеу тензоры берілген 

 























800

063

036

Pij , 

 

а) Кернеу тензорының инварианттарын тікелей есептеу арқылы 

анықтаңыз; 

ә) Кернеу тензорын шарлық және девиаторлық тензорларға жіктеңіз. 

 

Шешуі:  

(3.5) формуласына сәйкес: 

 

20866PJ ii
p

1  , 

 

(3.6) формуласына сәйкес: 
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 

,1239484836

PPPPPPPPPPPP

PPPP
2

1
J

313123231212113333222211

ijijjjii
p

2







 

 

(3.7) формуласына сәйкес 

 

.216)24(3)48(6PJ ij
p

3   

 

(3.11), (3.12) формулаларына сәйкес ijP  кернеу тензоры шарлық тензор 

мен девиатордың қосындылары ретінде келесі түрге жіктеледі: 

 

 

























































3

4
00

0
3

2
3

03
3

2

3

20
00

0
3

20
0

00
3

20

PD
3

P
P kk

ij
. 

 

3.6. Кернеу тензорының компоненттері 

 



















021

201

113

Pij . 

 

Кернеу тензорының бас осьтері мен бас компоненттерін анықтаңыз. 

 

Шешуі. 0P j
iij    формуласына байланысты, -ның бас 

компоненттері мына теңдеуден анықталады 

 

0

21

21

113















, 

 

немесе мына түрде жазылады 
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    0142   . 

 

Бас компоненттер осы теңдеудің түбірлері болып табылады 

 

21̀  ,      12  ,      43  . 

 

1'x  осі кернеу тензорының бас компоненттерінің 1  осімен сәйкес келсін 

және 1
in  осы осьтің бағыттаушы косинусы  болсын. Сонда ij

j Pn  формуласына 

сәйкес мына теңдеулер жүйесін аламыз  

 

  0nnn23 1
3

1
2

1
1  , 

 

    0n2n2n 1
3

1
2

1
1  , 

 

       0n2n2n 1
3

1
2

1
1  . 

 

Бұдан, 0n1
1  , 1

3
1
2 nn  , ал 1nn ii   болғандықтан,  

2

1
n

21
2   Сондықтан  

0n1
1  ,   2/1n1

2  ,    2/1n1
3  . 

Осы сияқты 1
2x  осі кернеу тензорының бас компоненттерінің  2  осіне 

сәйкес келсін. Сонда 

 

0nnn2 2
3

2
2

2
1  , 

 

 0n2nn 2
3

2
2

2
1  , 

 

     0nnn 2
3

2
2

2
1  , 

 

бұдан 3/1n2
1  ,   3/1n2

2  ,    3/1n2
3  . 

Соңында 1
3x осі  3 -ке  сәйкес келсін. Сонда  

 

0nnn 3
3

3
2

3
1  , 
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 0n2n4n 3
3

3
2

3
1  , 

 

 0n4n2n 3
3

3
2

3
1  , 

 

бұдан 6/2n3
1  ,     6/1n3

2  ,    6/1n3
3  . 

 

3.7. Кернеу тензоры берілген 

 























800

063

036

Pij . 

 

а) Кернеу тензорының бас мәндері мен бас бағыттарын (осьтерін) анықтаңыз;  

ә) Инварианттарын кернеудің бас мәндері арқылы есептеңіз. 

 

3.8. Кернеу тензоры берілген 

 



















120

240

004

Pij   

 

а) Кернеу тензорының бас кернеулері мен бас бағыттарын (осьтерін) 

анықтаңыз;  

ә) кернеу тензорын шарлық тензор мен девиаторға жіктеңіз; 

б) кернеу тензоры мене девиатор инварианттарын екі тәсілмен (тікелей 

есептеу әдісі және бас мәндері арқылы) анықтаңыз. 

 

3.9. Кернеу тензоры берілген 

 

.

130

330

005

Pij
















  

 

а) Кернеу тензорының бас кернеулері мен бас бағыттарын (осьтерін) 

анықтаңыз;  

ә) кернеу тензорын шарлық тензор мен девиаторға жіктеңіз; 
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б) кернеу тензоры мене девиатор инварианттарын екі тәсілмен (тікелей 

есептеу әдісі және бас мәндері арқылы) анықтаңыз. 

 

 

3.10. Кернеу тензоры берілген 

 

.

320

294

0412

Pij



















  

 

ә) кернеу тензорын шар және және девиаторлық бөліктерге жіктеңіз; 

б) девиатор инварианттарын екі тәсілмен (тікелей есептеу әдісі және бас 

мәндері арқылы)анықтаңыз. 

 

3.11.  321 x,x,xP  нүктесінде кернеу тензоры берілген. 

 

.

622

213

231

Pij























  

 

а) Кернеу тензорының бас кернеулері мен бас бағыттарын (осьтерін) 

анықтаңыз;  

ә) кернеу тензорын шарлық тензор мен девиаторға жіктеңіз; 

б) кернеу тензоры мене девиатор инварианттарын екі тәсілмен (тікелей 

есептеу әдісі және бас мәндері арқылы)анықтаңыз.  

 

3.12.  321 x,x,xP  нүктесінде кернеу тензоры берілген.  

 

.

321

221

113

Pij

















  

 

а) Кернеу тензорының бас кернеулері мен бас бағыттарын (осьтерін) 

анықтаңыз;  

ә) кернеу тензорын шарлық тензор мен девиаторға жіктеңіз; 

б) кернеу тензоры мен девиатор инварианттарын екі тәсілмен (тікелей 

есептеу әдісі және бас мәндері арқылы)анықтаңыз. 
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3.13.  321 x,x,xP  нүктесінде кернеу тензоры берілген. 

 

.

160

660

005

Pij
















  

 

а) Кернеу тензорының бас кернеулері мен бас бағыттарын (осьтерін) 

анықтаңыз;  

ә) кернеу тензорын шарлық тензор мен девиаторға жіктеңіз; 

б) кернеу тензоры мене девиатор инварианттарын екі тәсілмен (тікелей 

есептеу әдісі және бас мәндері арқылы)анықтаңыз. 

 

3.14. Кернеу тензоры берілген 

 

.

27300

30010

0013

Pij























  

 

а) кернеу тензорын шарлық тензор мен девиаторға жіктеңіз; 

ә) кернеу тензоры мен девиатор инварианттарын екі тәсілмен (тікелей 

есептеу әдісі және бас мәндері арқылы)анықтаңыз; 

б) кернеу девиаторының бас кернеулерін (осьтерін) табыңыз. 

 

3.15.  321 x,x,xP  нүктесінде кернеу тензоры берілген. 

 

.

1120

1260

005

Pij



















  

 

а) Кернеу тензорының бас мәндері мен бас бағыттарын (осьтерін) анықтаңыз;  

ә) кернеу тензорын шарлық тензор мен девиаторға жіктеңіз; 

б) кернеу тензорының инварианттарын екі тәсілмен (тікелей есептеу әдісі 

және бас мәндері арқылы) анықтаңыз. 

 

3.16. Кернеу тензоры берілген 
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.

100

0106

0610

Pij





















  

 

а) кернеу тензорын шарлық тензор мен девиаторға жіктеңіз; 

ә) кернеу тензоры мен девиатор инварианттарын екі тәсілмен (тікелей 

есептеу әдісі және бас мәндері арқылы) есептеңіз; 

б) кернеу девиаторының бас кернеулерін (осьтерін) анықтаңыз. 

 

3.17. Кернеу тензоры берілген 

 

.

2000

0510

01015

Pij





















  

 

а) Кернеу тензорының бас мәндері мен бас бағыттарын (осьтерін) анықтаңыз;  

ә) кернеу тензорын шарлық тензор мен девиаторға жіктеңіз; 

б) кернеу тензорының инварианттарын екі тәсілмен (тікелей есептеу әдісі 

және бас мәндері арқылы) анықтаңыз. 
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